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Séries de Fourier

A resolucdo do problema de valor inicial para a equacdo do
calor, pelo método de separacao de variaveis, com
condicoes de fronteira de Dirchlet homogéneas
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<u(x,0):f(:c) O0<x<L

L\ u(0,1) =0, wu(L,t)=0 t>0

leva ao problema de valores e funcoes prdéprias, em que
se procuram solucoes nao triviais de

(X"(x) = A X (z)

X(0)=X(L)=0

que sao
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Xp(x) = C'sen (T> para A\, = — n=123,...



As correspondentes solucoes da equacao do calor obtidas por
separacao de variaveis sao entao

n27T2
Xn(x)T,(t) = C'sen (?) e !

e a solucao geral, com condicoes de fronteira nulas, obtida por
“combinacio linear infinita” destas, é da forma
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u(z,t) = Z C), sen (n_zx) e i
n=1

Para acertar a condi¢do inicial u(x,0) = f(x) pde-se
finalmente a questdo de como representar uma funcao
f:10,L] - R

“arbitraria’ como uma série de senos

flz) = f: C,, sen (n—zw) 2777
n=1



Analogamente, a resolucao do problema de valor inicial da
equacao do calor homogénea com condicoes de fronteira
de Neumann homogéneas (barra com extremidades

isoladas)
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leva ao problema de valores e funcoes proprias,

(X"(x) = A X (z)

X'(0)=X'(L) =0

\

cujas solucoes sao agora
Xo(x)=C-1 para Xy =0,
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X, (z) = C cos (T) para )\, = —

n=123,...



A solucao geral da equacao do calor com condicoes de
fronteira com derivadas nulas, correspondentes as
extremidades da barra isoladas termicamente, pelo método de
separacao de variaveis, € assim
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o0
u(z,t) = Cy+ Z C,, cos (@) e !
n=1
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E neste caso, para acertar a condi¢do inicial u(z,0) = f(x)
poe-se a questdo de como representar uma funcao
f:10,L] - R

“arbitraria’ como uma série de cosenos

flz) = Ch+ EOO: C,, cos (nLL:U) 2777

n=1



Mais geralmente, a questao poe-se de como representar uma
“funcao arbitraria” f : R — R como uma série de senos e

cosenos
f(x) ~ % + Z (1, COS (?) + b, sen (?)

n=1



Relacoes de Ortogonalidade
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/ sen (@) COS (mm:) de =0 se n,m2>1
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/L nmwx mmx (0 se n#+m>1
cos (—) CosS ( ) dr =
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sen( )sen( )dac:<
L
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Coeficientes de Fourier de uma funcao f

L
an:Z/_Lf(:z:)cos (%) dx, n >0

| L
bnzz/_Lf(aj)sen (%) dx, n>1



Teorema (Fourier/Dirichlet): Dada uma fung¢do f periddica,
de periodo 2L, seccionalmente C'! em |—L, L], a sua série de

Fourier converge em cada ponto x € R para a média dos
limites laterais, ou seja

f(x™) ‘QF fla”) _ C;O + i a,, Cos (n_zaz) + by sen (%)




Séries de Fourier de Funcoes Pares e Impares

e Se f:|—L,L] — R é impar

n = %/Lf(:c)cos (?)dx:()
-
n = %/if(x)sen (?) das—%/OLf(a;)sen (?) dx.
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~ > busen (<)
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e Se f:|—L,L] — R é par

i/Lf ) cos @ %/Lf(x)cos (?)dw
0

nm:
/ f(z)sen T

flz) ~ + i a;, COS (n_zaz)
n=1




